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1 Einleitung

Die physikalische Betrachtung eines alltdglichen Phénomens, der Entstehung von Schall-
wellen durch die Saite eines Musikinstruments fithrt auf eine wichtige physikalische Glei-
chung, die Wellengleichung. Viele in der Natur zu beobachtenden Systeme, Systeme in
denen rédumlich und zeitlich periodisch variierende Gréfien eine Rolle spielen, lassen sich
durch Losungen der Wellengleichung mit verschiedenen Rand- oder Anfangsbedingungen
mathematisch beschreiben. Hier soll der einfache Fall einer eindimensionalen, stehenden
Welle einer schwingenden Saite untersucht werden.

2 Physikalische Grundlagen

Im Folgenden sollen die fiir das Verstédndnis des Versuchs wichtigen physikalischen Grund-
lagen genannt und erlédutert werden.

2.1 Die Wellengleichung

Die Wellengleichung fiir eindimensionale Wellen, wie zum Beispiel Seilwellen ist das ma-
thematische Hilfsmittel zur Beschreibung der Schwingungsvorgéinge an der schwingenden
Saite. Auf eine Herleitung mit den Hilfsmitteln der Newtonschen Mechanik soll an dieser
Stelle zugunsten einer Herleitung der Wellengleichung mit Hilfe der analytischen Mechanik
verzichtet werden.

Die Euler-Ostrogradskij-Gleichung FEin Hilfsmittel der Variationsrechnung, die Euler-
Ostrogradskij-Gleichung muss fiir die Herleitung noch bewiesen werden. Hierzu betrachten
wir eine Funktion u(t,z) und das folgende Funktional, welches es zu minimieren gilt:

F(u) = /GL(t,x,u,u,u') G c R? (1)

Hierbei seien, wie auch im Folgenden die Kurzschreibweisen der Differentiale gegeben
durch

u(t,x) = pT u'(t) = %u(t,x) (2)

Die Integrierbarkeit der Funktion L vorausgesetzt, ergibt sich mit einem Vektor k := (t, z)

folgende Situation:
F(u) = /GL(h,u, diku) (3)

Nach dem Variationsprinzip wird dieses Funktional minimal, wenn L die Euler-Gleichung
erfiillt. Es gilt fiir L:
9, 4 90
ou dk 0(Vu)
Mit der geeigneten Auswertung des Ausdrucks, speziell des zweiten Terms, ergibt sich die
Euler-Ostrogradskij-Gleichung.
0 o 0 0 0

ot awawt =0 (5)

L=0 (4)



Das Funktional aus Gleichung (1) wird minimiert, wenn die Lagrangefunktion L die obige
Gleichung erfiillt.

Energetische Betrachtung einer Saite Betrachtet man nun, den etwas idealisierten
Fall einer diinnen Saite, die mit einer Kraft F' gespannt wird. Die Dichte p der Saite sei
homogen. Die Seilspannung 7 ergibt sich dann aus dem Quotienten der Spannkraft /' und
der Saitenquerschittsfliche dA. Die Auslenkung der Saite sei in eine Richtung senkrecht
zum Verlaufe des Seils, so dass die Position der Saite zum Zeitpunkt ¢ an Stelle x durch
die Funktion y(z,t) gegeben ist.

Die kinetische Energie T einer Bewegung auf dem Seil (oder eines Stiicks) ist nun durch
den Ausdruck

1 1
T —/idmgf = /dlgpdAgf (6)
gegeben. Diese ergibt sich aus der Bewegungsenergie eines kleinen Masseelements, aus der
Beziehung dm = p(dl - dA)
Die potentielle Energie U einer Saite ergibt sich aus der Arbeit, die gegen die Seilspannung

verrichtet werden muss, um die Saite durch das Auslenken um dy von einer Teilstiickléinge
dx auf die Lange ds zu verldngern. Es ist

d 2
dU = F(ds — dz) = 7 dA(\/dz? + dy? — dz) = 7 dA dxm_dy
X

Im Falle einer kleinen Auslenkung kann die Wurzel geschickt gendhert werden, so dass gilt

dU =~ 7dA | d 1+l dy )" _dz) =1 dA (y')*
~T XL 9 dm XL —27' y

Wiederum ergibt sich die potentielle Energie als Integral der Einzelenergien.
1
U= /dU = /dlETdAy’Q (7)

Die Wellengleichung Betrachten wir nun die Lagrangefunktion des Systems der Saite
ergibt sich diese als

1 1
Lit,y)=T-U = /dl§pdAg)2 — /dlETdAy'Q
Nach dem Hamiltonschen Prinzip ist nun die Funktion y durch ein Extremum des Funk-

tionals ) )
H(y) = /dtL(t,y) = /dt (/dlipdAg‘/Q — /dlETdAyQ)

gegeben. Die Normale Euler-Gleichung versagt hier. Allerdings liefert die Euler-Ostrogradskij-
Gleichung eine Bedingung fiir die Minimierung des Funktionals.

H(y) = /dt/dl GpdAgf — %T dAy’2> (8)

::L* (t7x7y7y.7yl)




Nach Gleichung (5) muss also fiir y(x,t) gelten:

0 = 9 909, 00 ..
dy ot dy oz 0y’
= O—deAy—FgTdAy' 9)
ot ox

Die Ableitungen ausgefiihrt ergibt sich daraus mit der Definition von ¢? := 7/p die Wel-

lengleichung , ,
"o e 0 _ 2 9
TY =P S SRy =Caay (10)

2.2 Lo6sungen der Wellengleichung

Nach der Herleitung der Wellengleichung sind Losungen der Wellengleichung fiir die wei-
tere Betrachtung interessant. Fiir die Wellengleichung koénnen im allgemeinen unendlich
viele Losungen gefunden werden, die aber in unserem Fall durch Rand- und Anfangsbe-
dingungen eingeschrénkt werden. Dies bestimmt das Vorgehen der Losungssuche.

Lésungen nach D’Alembert Sind die Funktionen fi : R — R zweimal stetig diffe-
renzierbar, also fi € C*(R,R) so sind

yi(t,o) = fr(@—c-t)  yt,o)=f(x+c-t)

sowie jede Linearkombination der beiden Funktionen Lésung der Wellengleichung. Fiir die
Losung yq gilt
82 82 2 2

0
oz = @ﬂr(fv —ct) = (e —ct) = CQ@er(fC —ct) = CQ@?A

und analog fiir die zweite Losung

02 o
o2~ or

Dabei entsprechen die Funktionen fi zwei Signalen auf der Saite, die sich in entgegen-
gesetzer Richtung auf der Saite ausbreiten. Dabei bewegt sich das Signal, reprisentiert
durch y; mit fortschreitender Zeit in positive z-Richtung, das Signal y5 entgegengesetzt in
negative xz-Richtung auf der Saite. Abbildung (1) verdeutlicht die Wellenausbreitung auf
einer Saite ohne Randbedingunen.

2

0? 0
fo(z+ct)=Ef (x+ct) = 62@]3(:6 +ct) = CQW?D

Anfangsbedingungen Die nicht ndher spezifizierten Funktionen fi konnen durch die
Einbeziehung von Anfangsbedingunen spezifiziert werden. Da es sich bei der Wellenglei-
chung um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung handelt, sind zwei Anfangsbedin-
gungen notwendig. Ist die Auslenkung zum Zeitpunkt ¢ = 0 und die Geschwindigkeit der
Saite bekannt, kann die Wellengleichung geltst werden. Ist

y(@,0) = yo(z)  g(x,0) = go(x) (11)

so gilt fiir die Funktionen fi

y(@,0) = yo(z) = fy(z) + f-(2) (12)
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(a) t = to (b) t = to + At (c) t = to+ 2At (d) t = to + 3At

Abbildung 1: Graphische Veranschaulichung einer Lésung nach D’Alembert. Zwei Signale
breiten sich mit fortschreitender Zeit in entgegengesetzter Richtung auf der Saite aus.
Dabei entspricht das Signal mit nur einem Mazimum der Funktion f_. Zu den Zeiten aus
(1b) und (1c) ist die Auslenkung durch die Superposition beider Funktionen fi bedingt.

die partielle Ableitung von y nach der Zeit liefert die Geschwindigkeit der Saite

Jol) = §w.0) = o fulw—ct) + [ (z +et)
t=0
= —fil@) +of. (@) (13)

Die Integration von ¢ liefert dann mit der Anfangsbedingung aus (12) die Losung der
Wellengleichung. Es ist

z+ct

y(x,t) = = |yolx + ct) + yo(x — ct) + - / g)o(s)ds] (14)

r—ct

1
2
Im einfachen Fall von gy = 0 erhélt man so zwei identische Signale von der Form von
der Anfangsbedingung yg, die sich auf der Saite in entgegengesetzter Richtung ausbreiten.

Hier miissten noch die Randbedingungen einer endlichen an den Randpunkten fixierten
Saite eingearbeitet werden.

Periodische Wellen Eine spezielle Losung der Wellengleichung ist durch die periodi-
schen Wellen gegeben. Diese entstehen durch spezielle Randbedingungen, wie einer peri-
odisch ausgelenkten Saite. Diese Randbedingung kann durch

y(0,t) = A - et

modelliert werden. Betrachtet man nun die im Intervall [0, 00) propagandierende Welle,
so ist diese durch eine periodische Welle gegeben. Der Ansatz y(z,t) = fi(x — ct) nach
D’Alembert 16st die Wellengleichung. Die Randbedingung liefert hier

f(=ct)=A- e
als zweimal stetig differenzierbare Funktion. Die Wellengleichung fiir x > 0 ist also durch
Y(@,t) = oo —ct) = A T2 (15)
gegeben. Definiert man eine zusétzliche Grofie k = < so ergibt sich
ylx, t)=A- ik —wt) (16)

Diese Losung der Wellengleichung bzw. die entstehende Welle wird als ebene, monochro-
matische Welle bezeichnet. Alle fiir eine ebene Welle charakteristischen Groflien kénnen



hier untersucht werden.

Die eingefithrte Grofle k£ wird als Wellenvektor bzw. Wellenzahl bezeichnet. Der Wellen-
vektor zeigt immer in Propagationsrichtung der Welle, was in diesem Fall relativ unspek-
takulér ist, da hier die nur eine eindimensionale Welle betrachtet wird. Wellenvektor und
Wellenzahl (im mehrdimensionalen Fall der Betrag des Wellenvektors) sind identisch.
Die Frequenz einer Welle f oder besser die Kreisfrequenz w einer Welle entspricht hier der
Kreisfrequenz der erregenden Schwingung. Sie gibt die Frequenz der Schwingung der Welle
in einem festen Punkt der Welle an. Die Frequenz einer Welle kann (durch Ddmpfungen
der Welle) von der Ausbreitungsrichtung und damit von der Wellenzahl k abhéingen. Diese
Gegebenheit wird als Dispersion bezeichnet und durch die Dispersionsrelation w = w(k)
ausgedriickt.

Der Imaginérteil des Arguments der Exponentialfunktion wird als Phase ¢ = kx — wt
bezeichnet. Die Phase der Welle hingt vom Wellenvektor und der Kreisfrequenz der Wel-
le ab. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Phase wird als Phasengeschwingigkeit vpy,
bezeichnet und ergibt sich aus dem Quotienten aus (Kreis-)Frequenz und Wellenzahl der
Welle.

w w

k w

Die Phasengeschwindigkeit kann mit der Grofle ¢ aus der Wellengleichung identifiziert
werden. Aufgrund der Dispersion kann die Phasengeschwindigkeit fiir unterschiedliche
Kreisfrequenzen variieren.
Aufgrund der Dispersion ist die Einfithrung einer anderen Gréfle, die ebenfalls eine Aus-
breitungsgeschwindigkeit angibt, moglich. Die als Gruppengeschwindigkeit vg bezeichnete
Grofle ist definiert durch
_ 9w

vg = 8kw(
Anschaulich kann die Phasengeschwindigkeit als Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle
mit einer bestimmten Frequenz, die Gruppengeschwindigkeit als Ausbreitungsgeschwin-
digkeit eines Signal, bestehend aus der Superposition von Wellen vieler Frequenzen, an-
gesehen werden. Auch wenn in diesem Modell Phasen- und Gruppengeschwindigkeit den
gleichen Wert haben, ist dies im Allgemeinen nicht der Fall. Dies fiihrt beispielsweise zum
Auseinanderlaufen eines Signals beim Propagandieren.
Betrachtet man den Abstand zweier Punkte gleicher Phase, so fithrt dies zu einer weiteren
Grofle zu Charakterisierung periodischer Wellen, der Wellenléinge A. Sie entspricht dem
Abstand zweier aufeinanderfolgender Maxima im Verlauf der Welle. Nach dieser Definition
ergibt sich A aus der Gleichung

ylx+A\t) =y(x,t) = k=27

aufgrund der Periodizitdt der komplexen Exponentialfunktion. Wellenléinge und Frequenz
f einer Welle sind iiber die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ miteinander verkniipft. Es ist
_2m 2m c

- wc:? (17)

A
Reflexion von Wellen Betrachtet man den Fall einer beliebigen Wellenfront auf der
Saite, représentiert durch yi(x,t) := f(x+ct), die auf einen mechanisch befestigten Punkt
zulduft, so entspricht dies einer Randbedingung y(z,t)|,q = 0. Eine Welle, die nur durch



y1 dargestellt wird, kann der Randbedingung nicht geniigen. Betrachtetet man den Fall
einer iiberlagerten Welle, also y = y; + yo, wobei y2 eine in positive Richtung propanan-
dierende Welle darstellt, also yo(z,t) = g(x — ct), ergibt sich aus der Randbedingung

0=1y(0,t) = flct) + g(—ct)

Die Funktionen f und g miissen also ursprungssymmetrisch zueinander sein. Ein einlau-
fendes Signal demnach wird an einem mechanisch befestigten Punkt reflektiert, so dass
das auslaufende Signal die entgegengesetzte Amplitude aufweist. Im Falle von periodischen
Wellen entspricht dies gerade einem Phasensprung um Ay = 7.

Die schwingende Saite Mit dem Wissen um die Reflexionen von Wellen an festen
Enden, konnte jetzt die Schwingungsgleichung fiir dem Fall einer schwingenden Saite mit
dem D’Alembert Ansatz mit Rand- und Anfangsbedingungen gel6st werden. Eine andere
Moglichkeit bietet sich hier mit dem Bernoulli-Ansatz. Dieser beruht auf dem mathemati-
schen Hilfmittel der Separation der Variablen. Weniger anschaulich als der D’ Alembertsche
Ansatz fiihrt dieser allerdings einfacher auf die Eigenfrequenzen der schwingenden Saite.
Man fasst also die unbekannte Funktion y(t, z) als Produkt zweier unabhéngiger Funktio-
nen

y(@.t) = X (x) - T(t) (18)
auf. Eingesetzt in die Schwingungsgleichung und nach Variablen separiert folgt so

1 92T 18%°X

2T R ~ X 0% (19)

Aufgrund der Unabhéngigkeit der Variablen x und ¢ miissen beide Seiten einer Variablen
—k? entsprechen. Dies fiihrt auf die beiden gewohnlichen unabhiingigen Differentialglei-
chungen

o*T 9*°X

—— +kPT=0 —5 +kX=0 20
ot? e Ox? + (20)
die einfach durch die komplexe Exponentialfunktion gelost werden kénnen. Es muss also
gelten:

T(t)=b.e ket X(x) =c-eh®

Die komplexen Koeffitienten b und ¢ der Funktionen sind dabei noch unbestimmt. Als
Losung der Schwingungsgleichung erhélt man so mit der Abkiirzungen A :=10- ¢

y(x t) —A. e—ikct-i-ikx

Durch die Befestigung der Saite ergeben sich zwei Randbedingungen, die von der Loésung
erfiillt werden miissen. Ist die Saite bei x = 0 und bei x = L mechanisch befestigt, so muss

y(0,t) = y(L,1) (21)

Diese Randbedingungen fithrt auf eine Einschrinkung der bislang unbestimmten Variablen
k. Es muss
A-emiket — ATtk HkL o KL — | o kL =1 neZ



Die unbekannte Wellenfunktion ldsst sich in diesem Fall also als Linearkombination der
gefundenen Losungen scheiben. Somit gilt

o0
Yty = 3 AT

n=—oo

(22)

Die Wellenfunktion der schwingenden Saite ldsst sich also als Linearkombination peri-
odischer Wellenfunktionen ausdriicken. Dabei ldsst sich jede Frequenz der zu der Welle
beitragenden Schwingung als vielfaches einer Grundfrequenz auffassen. Es ergibt sich als

e

Wp = nf (23)
Die Schwingung mit der Frequenz wy := m¢/L wird hierbei als Grundschwingung bezeich-
net. Schwingungen mit einer Frequenz mit dem k-fachen der Grundschwingung werden als

k-te Oberschwingung bezeichnet. Die Frequenz der k-ten Oberschwingung ist

Wk+1 1+ k&
= - =12, .. 24
T 2m oL ¢ K o (24)

Einfach zu zeigen ist, dass sich die Wellenldnge der entstehenden (Ober-)Schwingungen
ebenfalls aus der Saitenléinge berechnen ldsst. Es ist

c 2L

)\ _ — =
A ey 2

k=0,1,2,..
wobei die Wellenldnge der Grundschwingung durch k£ = 0 dargestellt wird.

Anfangsbedingungen der befestigten Saite Wie auch im Fall ohne Anfangsbedin-
gungen, kénnen die bislang noch unbekannten Koeffitienten der einzelnen Wellenfunktio-
nen nur durch gegebene Anfangsbedingungen bestimmt werden. Ist die Position und die
Geschwindigkeit der Saite zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben durch

so konnen hieraus die Koeffitienten bestimmt werden. Hierbei bedient man sich dem ma-
thematischen Hilfsmittel der Fourierreihe, mit der eine beliebige stetige Funktion f :
[0,L] — R mit f(0) = f(L) mit Hilfe einer komplexen Reihe

o0

f($): Z cneinkx

n=—oo

mit festem k # 0 dargestellt werden kann. Die Koeffitienten ¢,, ergeben sich dabei durch

Cn = 1 /Lf(a:)emk‘”dx

Betrachtet man nun die Losung der Wellengleichung aus Gleichung (22) so féllt sofort die
Ahnlichkeit zur Fourierreihendarstellung einer Funktion f(z) auf. Nach Fourier ist

yo(x) =R < Z ygemkx> R < Z AneinL_wx> = y(z,0)

8



Analog gilt dies fiir

o) = éR( 3 y0k> = éR( D —%A) = §(z,0)

n=—oo

Identifiziert man k = 7 so ergeben sich zwei Bestimmungsgleichungen fiir die komplexen

Koeffitienten A,, wodurch diese exakt zu bestimmen sind.

R(A,) = %5}% ( /0 Lyo(:c)e_mkxdx>

3(4,) = —w ( /0 Lyo(x)e—m’mdx)

nmwc

Die Darstellung der komplexen Exponentialfunktion als Sinus- und Kosinusfunktionen
ermoglicht die Darstellung der Bewegungsgleichung als rein reelle Funktion. Bei gegebenen
Anfangsbedingungen ist so

C

y(z,t) = ; =1 (an cos (n%x) + by, sin (n%x)) sin (n%x) (25)

Die Koeffitienten a, und b,, ergeben sich hierbei aus den Anfangsbedingungen

1 /L nmw 1 L nmw
an = 7 yo(x)sin (—x ) dx bp = — Yo(x)sin ( —ux | dw (26)
0 ( L ) (z) ( L )

nwe Jo

2.3 Messmethoden an der Saite

Nach der Beschreibung der physikalischen Gegebenheiten an der schwingenden Saite, soll
im Folgenden auf die Messmethoden an der schwingenden Saite eingegangen werden. Die
Bestimmung der Grundfrequenz der gespannten Saite steht hierbei im Vordergrund. Die
Anregung der Saite erfolgt jeweils durch Zupfen an der Saitenmitte. Hierdurch wird er-
reicht, dass sich hauptséchlich die Gund- und Oberschwingungen geringer Ordnung als
Wellenfunktion auf der Saite ergeben.

2.3.1 Optische Messung

Die optische Messung der Grundfrequenz der Saite ist mit Hilfe eines technischen Tricks
moglich. Das menschliche Auge ist nicht mehr in der Lage die Bewegungen der Saite als
bewegten Korper wahrzunehmen, sondern nimmt die von der Saite iiberstrichene Fléiche
als Fliache wahr. Nutzt man als Beleuchtung, das Licht einer gepulsten Lichtquelle, zum
Beispiel eines Stroboskops, so kénnen Momentaufnahmen der Saite betrachtet werden.
Die Folge der Momentaufnahmen der Saite wird von menschlichen Gehirn, &hnlich wie bei
Filmen, als eine Bewegung wahrgenommen.

Durch eine Variation der Frequenz der Lichtimpulse kann so eine Blitzlichtfrequenz ge-
funden werden, bei der die Saite ruhend erscheint. Ist diese Frequenz fg; gefunden, so
kann entweder die gefundene Frequenz entweder der Frequenz der Grundschwingung fo
der Saite, oder einem Ganzzahliges vielfaches dieser entsprechen. Es ist

fO:n’fSt n:1727'°'



Die Unsicherheit durch diese Messmethode kann mit einer zusétzlichen Einstellung am
Stroboskop ausgeschlossen werden. Verdoppelt man die Stroboskopfrequenz und sind dar-
aufhin zwei ruhende Saiten mit gleicher Helligkeit wahrzunehmen, so war die zuerst einge-
stellte Frequenz die Grundfrequenz der Saitenschwingung. Grund hierfiir ist die ein- bzw.
zweimalige ,, Betrachtung“ der Saite wihrend einer Periode der Schwingung. Da die Ampli-
tude der Grundschwingung im Vergleich zur zweiten Oberschwingung an der Saitenmitte
sehr grof3, ist erlaubt die stroboskopische Messung sehr genaue Messergebnisse, wenn die
technischen Voraussetzungen hierfiir gegeben sind.

2.3.2 Schwingungsmessung

Ahnlich zu der stroboskobischen Messung beruht die Schwingungsmessung auf der Auslen-
kung der Saite. Hierzu wird die Saite in eine Lichtschranke gebracht, die beim Verdecken
des Lichtwegs einen Messimpuls an ein geeignetes Messgerit iibermittelt. Dieses ,,zahlt“
das auftreten der Messimpulse in einem bestimmten Zeitraum. Aus der Anzahl der gemes-
senen Impulse wird nun eine Frequenz ermittelt und angezeigt. Bis auf eine experimentell
bedingte Fehlerquelle bietet diese Art der Messung ebenfalls eine relativ genaue Moglich-
keit zur Bestimmung der Grundfrequenz. Es muss darauf geachtet werden, wie oft die
Lichtschranke innerhalb einer Periode der Schwingung durchlaufen wird.

Sowohl die Messung mit dem Stroboskop als auch die Messung mit einer Lichtschran-
ke erfordern eine relativ grofle Auslenkung der Saite. Diese ist bei groflen Léngen und
den damit verbundenen kleinen Frequenzen gegeben, wird bei kleineren Saitenlédngen oder
grofleren Saitenspannungen immer schwieriger zu gewihrleisten.

2.3.3 Digitale Spektralanalyse

Die genauste Messung der Grundfrequenz bietet die Moglichkeit einer digitalen Messung.
Diese wird durch einen PC mit entsprechender Software realisiert. Die digitale Messung
der entstehenden Schwingungen wird durch die spektrale Analyse von einem {iiber die
Soundkarte gemessenen akustischen Signal bewerkstelligt.

Von der Saite zum Ton Die von der Saite ausgefithrten Schwingungen fithren zwar
selbst zu einem wahrnehmbaren akustischen Signal, welches aber von der Signalstéirke
nicht ausreichend ist. Akustische Signale gehorchen wie auch die eindimensionale Wellen
einer Saite einer Wellengleichung. Dabei sind die akustischen Wellen nicht wie die Saiten-
wellen transversaler sondern longitudinaler Natur.

Zur akustischen Verstdrkung der von der Saite ausgefithrten Schwingungen ist diese mit
einem luftgefiillten Hohlraum, einem akustischen Resonator, verbunden. Bei einer Bewe-
gung der Saite iibertrégt sich diese auf die Wénde des akustischen Resonators. Durch
die anregende Schwingung der Saite entsteht so im akustischen Resonator ein stérkeres
akustisches Signal, als die reine Bewegung der Saite ohne Resonator bewirken wiirde, die
Schwingungen der Saite werden verstérkt.

Die Verstarkung von To6nen mit einer Frequenz nahe der Resonanzfrequenz von akusti-
schen Resonatoren ist dabei am grofiten. Oft besitzen die akustischen Resonatoren von
Musikinstrumenten mehr als eine Eigenfrequenz, so dass die Verstirkung eines ganzen
Spektrums moglich wird.

10



Digitale Tone Nach einer Verstirkung eines akustischen Signals im Resonator muss
fiir eine digitale Weiterbearbeitung oder Auswertung das akustische Signal in ein digita-
les umgewandelt werden. In diesem Fall geschieht dies durch die Aufnahme mit Hilfe des
analogen Eingangs der Soundkarte eines Computers.

Schallwellen kénnen mit einem Mikrofon in ein analoges elektrisches Signal umgewandelt
werden. In einem einfachen Mikrofon befindet sich eine Membran, die durch Schallwellen
zum Schwingen angeregt wird. Ein an der Membran angebrachter Magnet, der sich auf-
grund einer Bewegung der Membran in einer Spule bewegt, induziert in dieser eine zu der
Bewegung der Membran proportionale Spannung. Dies ist ein kontinuierliches analoges
elektrisches Signal, das sich zur Weiterverarbeitung eignet.

Als néchster Schritt wird das analoge Spannungssignal in ein digitales umgewandelt. Dies
geschieht bereits im PC und wird durch spezielle elektrische Bauteile, sogenenannte A /D-
Wander, bewerkstelligt. Das digitale Signal besteht im Endeffekt nach dem Digitalwandler
aus einer Reihe diskreter Spannungswerte. Ein Nebeneffekt der Digitalisierung ist also die
Disktretisierung des Signals. Zwei wichtige Grofien kennzeichenen die Digitalisierung eines
Signals. Die Abtast- oder Samplingrate gibt dabei an, wieviele Spannungsmessungen in
einem bestimmten Zeitraum ausgewertet werden. Fiir verlédssliche Messungen sollte die
Abtastrate um vieles hoher als die zu messenden Frequenzen sein, da sonst eine Aussage
kaum moglich wird. Die zweite Kenngrofle einer digitalen Abtastung ist durch das Sam-
pleformat gegeben. Dieses gibt an, wie prézise ein Signal ausgewertet wird und entspricht
der Speichergrofle der verwendeten Variablen und somit dem Wertebereich. Typischerwei-
se haben analoge Audiosignale einen Spannungsbereich von ca. U € [—15,15], so dass bei
der Auswertung mit 8bit ein Spannungsunterschied von AU & 0.12V als Werteunterschied
bemerkbar ist. Bei einer Auswertung mit 32bit entspricht der darstellbare Spannungsun-
terschied bei theoretischen AU ~ 1- 1072V

Spektrale Untersuchung - DFT Ein urspriinglich akustisches Signal ist nach der
Aufnahme durch den PC als eine Menge diskreter digitaler Daten vorhanden. Dabei ist
der Signalverlauf proportional zum Verlauf des akustischen Signals. Die spektrale Analyse
des Signals ermdoglicht so einen Riickschluss auf die im akustischen Signal vertretenen
Frequenzen. Ein Hilfsmittel bildet hierbei die Diskrete Fourier Transformation, die es
ermoglicht die spektralen Bestandteile eines Signals aus dem Signal zu erhalten.

Auf die Herleitung der Formeln der DFT soll hier verzichtet werden. Es sei nur genannt,
dass zu einem bekannten diskreten Signal t,, die DFT ein diskretes Spektrum f,, liefert.
Es ist

N-1 .
fu= 3t
k=0

Ein anderer Algorithmus, der auf der DFT beruht, ist die schnelle Fouriertransformation
(FFT). Sie kann angewendet werden, wenn die Lénge der zu transformierenden Signale
einer Potenz der Zwei entsprechen.

Beispiel Am Beispiel eines im Praktikum aufgezeichneten Signals, soll hier die Spektral-
analyse mit der Fouriertransformation dargestellt werden. Die Aufzeichnung erfolgte mit
einem Samplingformat von 32bit und einer Abtastrate von 8kH z. Die Aufnahme wurde
durch den PC digital verstirkt, so dass eine genaue Analyse moglich wird. Es wurde die
Schwingung der Saite bei einer Saitenlinge von L = 120cm und einem Spanngewicht von
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m = 11kg aufgenommen. Fiir den Graph des Signalverlaufs aus (2) wurden hier nur 512
Singnalpunkte ausgewihlt, da mehr Punkte keine Struktur mehr erkennen lieflen.
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Abbildung 2: Der Signalverlauf der aufgezeichneten Saitenschwingung mit einer Sai-
tenlinge von L = 120cm und einer Zugspannung von F' = 110N. Aufgetragen sind 512
Datenpunkte einer Aufnahme mit 8kH z — 32bit.

Schon am Graph des Signalverlaufs lisst sich eine Periodizitéit erkennen, deren Perioden-
dauer T' = Tms, was auf eine Trégerfrequenz im Bereich von f = 140H z schlieflen l&sst.
Eine Fouriertransformation liefert nun zu dem Signalverlauf die Frequenzbestandteile des
Spektrums. Abbildung (3) zeigt den Graph der Fouriertransformierten. Dabei wurde der
FFT-Algorithmus mit einer Datenpaketlinge von n = 2048 genutzt.
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Abbildung 3: Das Spektrum der aufgezeichneten Saitenschwingung mit einer Saitenlinge
von L = 120cm und einer Zugspannung von F = 110N . Aufgetragen sind die ersten 250
Datenpunkte einer FFT des Signals aus (2) mit 2048 Datenpunkten.

Sehr deutlich ist im Spektrum die Zusammensetzung des Signals aus diskreten Frequen-
zen erkennbar. Die Grundschwingung mit einer Frequenz von f = 132.8H z ist erkennbar.
Deutlicher zu sehen ist hier die Zusammensetung des Signals aus Schwingungen mit Fre-
quenzen, die einem vielfachen der Grundfrequenz entsprechen.

Die zur spektralen Untersuchung des Signals eingesetzte Software nutzt eine FFT um
den von der Soundkarte produzierten Datenstrom spektral darzustellen. Hierzu wird von
dem kontinuierlichen Datenfluss eine bestimmte Anzahl Datenpunkte aufgezeichnet und
ausgewertet. Der Vorgang wird wiederholt, so dass ein sich zeitlich verdndertes Spektrum
entsteht.
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3 Versuch und Auswertung

Als Versuch wurden Messungen an einem Monochord, einem einsaitigen Musikinstrument
vorgenommen. Dabei sind die Saitenspannung durch das Spannen der Saite mit unter-
schiedlichen Gewichten und die Saitenléinge durch einen geeigneten Keil, der zwischen
Saite und Klangkorper gebracht werden kann und so die Lénge der Saite einschrankt, va-
riabel. Fiir unterschiedliche Gewichte und Saitenléingen wird nun die Frequenz der Grund-
schwingung mit den in Kapitel 2.3.2 beschriebenen Methoden bestimmt. Die Saite wird
hierbei durch zupfen zu einer Schwingung angeregt.

3.1 Messungen

Insgesamt wurden fiir sieben unterschiedliche Gewichte und konstanter Saitenléinge und
analog dazu fiir sieben unterschiedliche Saitenléingen bei konstantem Gewicht Messreihen
aufgenommen. Fiir eine Messreihe wurde die Grundfrequenz der Saitenschwingung jeweils
mehrfach mit der Stroboskopmethode, mit der Lichtschranke und durch die Spektralana-
lyse am PC bestimmt. Die Messreihen sind dem Versuchsprotokoll zu entnehmen.

Fiir die Messungen am PC kénnen die Messwerte mit einer Unsicherheit von 6y = 0.5Hz
angegeben werden. Die verwendetete Software erreichte bei der Messung eine Auflésung
von Af = 0.2H z, so dass diese Unsicherheit gerechtfertigt ist. Die Messung mittels Licht-
schranke und Zéhler kann mit einer Unsicherheit von §; = 1Hz angegeben werden. Am
Zahler konnte die Frequenz mit einer Skalierung von einem Hertz abgelesen werden, so
dass diese Unsicherheit gerechtfertigt ist. Die ,,schlechteste“ Messung ist durch die Messung
mit dem Stroboskop gegeben, da hier nur eine Unterteilung von fiinf Hertz zur Verfiigung
stand. Uber die Unsicherheit des Gerits ansich ist nichts bekannt, so dass bei dieser Mes-
sung eine Unsicherheit von d; = 5H z nicht iibertrieben ist.

Tabelle (1) stellt fiir die gemessenen Werte die Mittelwerte aus den Einzelmessungen fiir
eine Art der Messung und den mittleren Wert aller Messungen dar. Die dabei angegebenen
Unsicherheiten entstehen durch Fehlerfortpflanzung aus den Unsicherheiten der Messwer-
te.

mlkg] | fsi[Hz] | fpclH?] | frs[H?] | f[HZ]
5 98(4) | 99.6(5) | 100.3(7) | 99(1)
7 | 110(4) | 112.7(4) | 113(7) | 112(1)
10 | 124(4) | 127.4(4) | 131.8(7) | 130(1)
11 | 126(5) | 131.3(4) | 131.8(7) | 130(2)
13 | 135(4) | 139.2(4) | 139.3(7) | 138(1)
12 | 131(4) | 134.8(4) | 135(7) | 134(1)
14 | 135(4) | 139.6(4) | 139(7) | 138(1)

Tabelle 1: Die Mittelwerte der gemessen Frequenz der Grundschwingung einer Saite mit
der Spalmung durch die Masse m und einer Linge L = 120cm fiir die Messung per Stro-
boskop fq;, PC fpc, und Lichtschranke frg, sowie das Mittel aller Werte f.

Bei den Werten aus den ersten sieben Messreihen wurde jeweils nur die Spannung der Sai-
te durch die Variation des spannenden Gewichts verdndert, die letzten sieben Messreihen
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entstehen durch die Variation der Saitenlédnge bei konstannter Saitenspannung. Tabelle (2)
zeigt, wie auch im ersten Fall die Mittelwerte der Einzelmessungen fiir die verschiedenen
Messmethoden, sowie das Mittel aller Messungen. Auch hier entsteht der Fehler durch den
Fehler der Mittelwertbildung aus den Unsicherheiten der Messwerte unter Beriicksichti-
gung der Fehlerfortpflanzung.

U | fsulH2] | fpelH2] | frslHz] | flHZ]
8/9 | 137(4) | 142(4) | 142(7) | 140(1)
4/5 | 154(4) | 158.2(4) | 158.5(7) | 157(1)
3/4 ] 163(5) | 169.2(4) | 169(7) | 167(2)
2/3 | 184(5) | 190.4(4) | 190(7) | 188(2)
3/5 | 204(4) | 210.5(4) | 211(7) | 208(1)
5/8 237.0(4) 237.0(4)
5/6 | 147(4) | 151.9(4) | 152(7) | 150(1)

Tabelle 2: Die Mittelwerte der gemessen Frequenz der Grundschwingung einer Saite mit
der Spannung durch die Masse m =10 und der Linge L =1 -120cm fir die Messung per
Stroboskop fg;, PC fpc, und Lichtschranke fiq, sowie das Mittel aller Werte f.

3.2 Auswertung

Mit den gemessenen Werten sollen nun die aus der Theorie bekannten Zusammenhénge fiir
Frequenz in Abhéngigkeit der spannenden Masse, sowie die Frequenz in Abhéngigkeit der
Saitenldnge verifiziert werden. Dies ist am einfachsten durch die graphische Darstellung
der Messergebnisse moglich.

3.2.1 Frequenz vs. Masse

Aus der Theorie geht hervor, dass fiir die Grundfrequenz der schwingenden Saite gilt:

c 1 V9
X_2L\/ﬁ\/F 2L\/_\/— 2L\/_\/—

._K

f=

Hierbei ist die Lange der Saite L, die Dichte p, sowie die Querschnittsfliche A und die
Erdbeschleunigung g unbestimmt aber konstant. Dieser Term wird als eine Konstante K
abgekiirzt. Durch Quadrierung beider Seiten erhélt man nun

K2m = f2 = )

Die etwas komplizierte Formel lidsst sich nun weiter vereinfachen, indem die Exponenti-
alfunktion durch beidseitiges Anwenden des natiirlichen Logarithmus eliminiert wird. Es
folgt:
1
2In(f) = In(K?*m) = 2In(K) +In(m) = In(f) = 3 In(m) + In(K)
Bei logarithmischer Skalierung des Schaubildes, welche die Werte der Frequenz in Abhéngig-
keit der Masse darstellt, erwartet man so den Graph einer Gerade mit der Steigung 1/2.
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Abbildung 4: Die Darstellung der gemittelten Frequenzen aus Tabelle (1) mit logarithmi-
scher Skalierung. Die eingezeichnete Gerade entsteht durch Ausgleichsrechnung.

Abbildung (4) stellt den natiirlichen Logarithmus der Werte fiir die Masse m und die
Grundfrequenz f aus Tabelle (1) graphisch dar. Die durch lineare Regression entstandene
Gerade hat in diesem Fall eine Steigung von m = 0.33(3) wobei die erwartete Steigung
von 1/2 nicht im 95%-konfidenzintervall der errechneten Steigung liegt.

3.2.2 Frequenz vs. Saitenlinge

Der zweite Teil der Messung und damit auch der Auswertung soll nun die Abhingigkeit
der Frequenz der entstehenden Grundschwingung mit der Saitenléinge bestétigen.
Wie im Theorieteil gezeigt gilt fiir die Frequenz der entstehenden Welle die Relation

1 cl
f=x=31
mit der Saitenlinge L und der Phasengeschwindigkeit c. Bei einer Auftragung der Fre-
quenz zur reziproken Saitenlédnge sollte so eine Gerade entstehen.
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Abbildung 5: Die Darstellung der gemittelten Frequenzen aus Tabelle (2) in Abhingigkeit
zur reziproken Saitenlinge, wobei diese als Verhdltnis zur Linge Lo = 120cm dargestellt
sind. Die eingezeichnete Gerade entsteht durch Ausgleichsrechnung.

Durch den linearen Verlauf des Graphen aus Abbildung (5) bestétigt sich nun auch die

reziproke Abhéngigkeit der Frequenz zur Saitenléinge. Die im Theorieteil hergeleitete Be-
ziehung einer Saitenwelle bestéitigt sich so experimentell.
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3.3 Fehlerdiskussion

FEine Fehlerdiskussion ist hier aufgrund fehlender Referenzwerte leider nicht moglich. Le-
diglich bei einem Wert ist der Erwartungswert bekannt. Bei der Auswertung der Abhéngig-
keit der Grundfrequenz zur Saitenspannung war zwar der lineare Zusammenhang zu er-
kennen, entsprach aber nicht dem theoretisch errechnetem Wert. Der so ermittelte kubi-
sche Zusammenhang zwischen Frequenz und spannender Masse konnte aber durch eine
schlechte Kraftiibertragung oder nichtlinearen Randeffekten beim Spannen der Saite er-
klart werden.

Uber die qualitative Verlisslichkeit der anderen errechneten und gemessenen Werte lésst
sich allerdings keine Aussage machen. Trotzdem koénnen systematische Fehler durch die
Messung mit drei voneinander unabhéingigen Methoden nahezu ausgeschlossen werden.
Die einzige Fehlerquelle, die einen systematischen Fehler erzeugen kénnte, der nicht durch
den Vergleich der Messwerte auffallen wiirde, ist ein Fehler bei den Gewichten zum Erzeu-
gen der Saitenspannung und in der Fithrung der Saite. Aufgrund der schon beschriebenen
Abweichung bei der Auswertung der ersten Messreihen scheint hier ein systematischer
Fehler vorzuliegen.

Die reine Messung der Frequenzen ist aufgrund der Messung mit verschiedenen Methoden
als relativ exakt zu werten. Hierbei fillt auf, dass die Messung mit Lichtschranke und
digitalem Zahler, sowie mit dem PC immer groflere Ergebnisse lieferten, als eine Messung
mit dem Stroboskop. Der Fehler ist hierbei eindeutig bei der technischen Umsetzung der
Stroboskopbeleuchtung zu suchen. Ob der Blitzlichtgenerator Lichtimpulse mit der einge-
stellten Frequenz lieferte, ist in diesem Zusammenhang nicht nachvollziehbar.

Als Resiimee haben die Messungen an der schwingenden Saite die theoretischen Grundla-
gen bestétigt.

4 Fragen

1. Warum ist die bei den Schaubildern gewahlte Art der Auftragung vorteilhaft?
siehe Kapitel 3.2

2. Ist ¢ der Wellengleichung Phasen- oder Gruppengeschwindigkeit?
siehe 2.2 Abschnitt: Periodische Wellen

3. Um welchen Faktor muss die Kraft zum Spannen der Saite vergroflert werden, dass die
Saite eine Oktave hoher schwingt?
Die Oktave ist, abgeleitet von der musikalischen Oktave, die ein Tonverhiltnis aus-
driickt, durch ein Frequenzverhiltnis gegeben. Dabei ist das Frequenzverhé&ltnis durch
1 : 2 definiert. Die Vergroflerung einer Frequenz um eine Oktave bedeutet also ei-
ne Frequenzverdopplung. Dies kann bei einer festen Saitenldnge theoretisch durch die
Verdopplung der Phasengeschwindigkeit und somit durch eine vervierfachung der Sai-
tenspannung erreicht werden. In Formeln ist

VF
gl f2_c_Vvh = F,=2’F =4F,

fl_cl \/171

4. Beweis des D’Lambertschen Ansatzes zur Losung der Wellengleichung.
siehe 2.2
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5. Gerat der Resonanzboden einer Geige beim Streichen einer Seite bei bestimmten T6nen
in Resonanz.
Ja, der Resonanzkérper von Musikinstrumenten ist so angelegt, dass dieser mehrere
Resonanzfrequenzen besitzt und ein breites Spektrum verstiarken kann. Ohne die Re-
sonanz im Resonanzkorper wire kein Ton zu horen. (Vgl. auch Kap. (2.3.3) Abschnitt
,Von der Saite zum Ton®)

6. Die Eigenfrequenzen einer schwingenden Luftséule?
Auch hier sind die Eigenfrequenzen als vielfaches einer Grundfrequenz gegeben. Mit
den etwas anderen Randbedingunen ergeben sich so die Frequenzen

14k
fo = %c k=012, .. (27)

Wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit in der Luft darstellt.
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